
1 

 Stanisław Cichocki 

 
Natalia Neherebecka 

 
Zajęcia 15-16 

 

  



2 

1. Binarne zmienne zależne 

 

2. Liniowy model prawdopodobieństwa 

 a) Interpretacja współczynników 

   

3. Probit 

  a) Interpretacja współczynników 

  b) Miary dopasowania 

 

4. Logit 

 a) Interpretacja współczynników 

 b) Miary dopasowania 
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- zmienne zero-jedynkowe nazywane są także zmiennymi binarnymi  

 

- dla wielu interesujących modeli ekonomicznych zmienna zależna jest 

  zmienną zero-jedynkową 

 

- zmienna zero-jedynkowa opisuje stan w jakim znajdują się badane obiekty               
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- Przykład: 

 

W badaniach na danych przekrojowych dotyczących aktywności zawodowej 

ludności może nas interesować jakie są przyczyny bezrobocia.  

Zmienną objaśnianą w tym przypadku będzie status zawodowy 

respondenta opisany zmienną zero-jedynkową (0 nie pracuje, 1 pracuje). 
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- przy kodowaniu zmiennej przyjmuje się konwencję: 

 

0 - porażka 

 

1 - sukces 

 

 

- czym jest sukces a czym porażka zależy od badania 
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- Przykład: 

 

0 - brak pracy, porażka 

 

1 - wykonywanie pracy, sukces 
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- w modelach dla zmiennych binarnych wyjaśniamy, za pomocą zmiennych  

  niezależnych, prawdopodobieństwa stanów 

 

- by sformułować model musimy opisać prawdopodobieństwa zdarzeń dla 

  poszczególnych obserwacji 

 

- na największym poziomie ogólności: 

 

 

 

   

gdzie                    opisuje zależność prawdopodobieństwa sukcesu od 

              wielkości zmiennych niezależnych   

( )ip x

ix
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- modele dla zmiennych binarnych nie są modelami liniowymi 
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- rozpatrujemy różne formy funkcyjne dla zależności między 

  prawdopodobieństwem sukcesu a wielkością zmiennych objaśniających 

 

- najprostszy model                 liniowy model prawdopodobieństwa 

  (LPM) 

 

- 

  

gdzie: 

  

                - prawdopodobieństwo sukcesu                  - dystrybuanta 

                                                  

                                                                      

                                                        

 

( ) ( )i i ip x F x x  

( )ip x ()F
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- liniowy w tym sensie, że warunkowa wartość oczekiwana 

  jest dana funkcją liniową: 

 

 

 

 

 

 

 

 |i i iE y x x 
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- zalety LPM: 

 

 a) łatwy do wyestymowania 

 

b) współczynniki = efekty cząstkowe 

 

- wady LPM: 

 

a) wartości dopasowane spoza [0;1]                  nieinterpretowalne 

     (prawdopodobieństwo sukcesu) 

 

b) heteroscedastyczność  
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- problemu z punktu a) nie da się w prosty sposób rozwiązać 

 

- w przypadku heteroscedastyczności stosujemy SUMNK lub odporne  

  macierze wariancji i kowariancji 
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- w liniowym modelu prawdopodobieństwa interpretuje się współczynniki 

   

- interpretacja: 

 

a) dla zmiennych objaśniających ciągłych:  wpływ jednostkowej 

    zmiany zmiennej niezależnej na wielkość prawdopodobieństwa sukcesu 

 

b) dla zmiennych objaśniających zero-jedynkowych:  

     różnica między prawdopodobieństwem sukcesu dla zmiennej 

     zero-jedynkowej równej 0 i równej 1, przy pozostałych zmiennych   

     ustalonych na poziomie średnich 
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- Przykład: 

  

  Modelowano odpowiedź na pytanie: 
◦  czy ubiegał się o zasiłek? 

  

 Zmienna zależna y:  
◦ 0 – nie ubiegał się, 1 – ubiegał się. 

 

  Zmienne niezależne:  
◦ wiek,  

◦ płeć (0-kobieta, 1 – mężczyzna), 

◦ stan cywilny (0 - pozostałe stany, 1 – zamężna/zamężny), 

◦ głowa (0 – nie jest głową rodziny, 1 – jest głową rodziny). 
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- interpretacja współczynników: 

 

a) wiek: wzrost wieku o rok powoduje wzrost prawdopodobieństwa  

    ubiegania się o zasiłek o 0,4 punktu procentowego 

 

b) plec: mężczyźni mają o 0,8 punktu procentowego mniejsze  

    prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż kobiety 

 

c) stancyw: osoby zamężne mają o 5,6 punktów procentowych większe  

   prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż pozostałe osoby 

 

d) glowa: osoba będąca głową rodziny ma o 3,6 punktów procentowych  

                           mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż 

                                                             osoby nie będące głowami rodzin  
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Heteroscedastyczność 
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-  w modelu probitowym zakładamy, że              jest dystrybuantą 

   rozkładu normalnego  

 

()F



 

 



- nie interpretuje się współczynników w modelu probitowym 

 

- interpretuje się efekty cząstkowe (krańcowe): 

 

a) dla zmiennych objaśniających ciągłych:  wpływ jednostkowej 

    zmiany zmiennej niezależnej na wielkość prawdopodobieństwa sukcesu 

 

b) dla zmiennych objaśniających zero-jedynkowych:  

     różnica między prawdopodobieństwem sukcesu dla zmiennej 

     zero-jedynkowej równej 0 i równej 1, przy pozostałych zmiennych 

     ustalonych na poziomie średnich 
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- efekty cząstkowe dla zmiennych objaśniających ciągłych liczymy zwykle 

   dla średnich wartości tych zmiennych (efekty cząstkowe zależą od 

   wielkości zmiennych objaśniających)  

 

- znak efektu cząstkowego dla danej zmiennej jest taki sam jak znak 

  współczynnika przy tej zmiennej  

 

 - możemy zatem interpretować  znaki przy współczynnikach: 

   dodatni znak              zmienna wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo 

   sukcesu 

   ujemny znak              zmienna wpływa ujemnie na prawdopodbieństwo  

   sukcesu 
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- Przykład: 

  

  Modelowano odpowiedź na pytanie: 
◦  czy ubiegał się o zasiłek? 

  

 Zmienna zależna y:  
◦ 0 – nie ubiegał się, 1 – ubiegał się. 

 

  Zmienne niezależne:  
◦ wiek,  

◦ płeć (0-kobieta, 1 – mężczyzna), 

◦ stan cywilny (0 - pozostałe stany, 1 – zamężna/zamężny), 

◦ głowa (0 – nie jest głową rodziny, 1 – jest głową rodziny), 

◦ rasa (0 – osoba rasy białej, 1 – osoba innej rasy). 
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- interpretacja znaków: 

 

a) wiek: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek, 

    im większy wiek tym większe prawdopodobieństwo ubiegania się o 

     zasiłek  

 

b) plec: wpływa ujemnie na prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek, 

    mężczyźni mają mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż 

    kobiety 

 

c) stancyw: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoby zamężne mają większe prawdopodobieństwo ubiegania się 

                            o zasiłek niż pozostałe osoby 

 

 



d) glowa: wpływa ujemnie na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoba będąca głową rodziny ma mniejsze prawdopodobieństwo 

    ubiegania się o zasiłek niż osoby nie będące głowami rodzin  

 

e) rasa: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoby innych ras mają większe prawdopodobieństwo ubiegania 

    się o zasiłek niż osoby rasy białej 
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- Interpretacja efektów cząstkowych (krańcowych) 

 

a) wiek: wzrost wieku o rok powoduje wzrost prawdopodobieństwa  

    ubiegania się o zasiłek o 0,5 punktu procentowego 

 

b) plec: mężczyźni mają o 0,8 punktu procentowego mniejsze  

    prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż kobiety 

 

c) stancyw: osoby zamężne mają o 5,8 punktów procentowych większe  

   prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż pozostałe osoby 

 

d) glowa: osoba będąca głową rodziny ma o 3,6 punktów procentowych  

                           mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż 

                                                             osoby nie będące głowami rodzin  

 



e) rasa: osoba rasy innej niż biała ma o 1,9 punktów procentowych 

     większe prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż osoby   

    rasy białej 
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Łączna istotność zmiennych 
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- tablica klasyfikacyjna: 

 

     - analiza częstości wartości           zaobserwowanych i przewidzianych 

 

      - zakładamy, ze model przewiduje sukces, jeśli dopasowane z modelu 
prawdopodobieństwo sukcesu        jest większe o progowego 
prawdopodobieństwa  

*

iy

iy
*p
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- tablica klasyfikacyjna: 

           Przewidywane 
             (Predicted) 

0 1 

Empiryczne (Actual) 0 N 00 N 01 

1 N 10 N 11 

Prognozujemy porażkę i 
obserwujemy porażkę 

Prognozujemy porażkę i 
obserwujemy sukces 
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- na podstawie tablicy klasyfikacyjnej można ustalić na ile model 

  trafnie przewiduje sukcesy i porażki 

 

- liczebnościowe R²:  proporcja zdarzeń (sukcesów bądź porażek) 

  prawidłowo przewidywanych przez model 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 00 11

00 01 10 11
liczebnosciowe

N N
R

N N N N




  
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- wielkość liczebnościowego R² może być myląca  

  w przypadku zmiennej binarnej można zawsze uzyskać co najmniej 50% 

  trafności przewidywań prognozując dla wszystkich obserwacji wartość        ,  

  która jest najczęściej obserwowana w próbie 

 

- skorygowane liczebnościowe R²:  

    

 

 

 

 Gdzie: Nmax  - suma zdarzeń najczęściej obserwowanych w próbie 

iy

___
2 00 11 max

00 01 10 11 max
liczebnosciowe

N N N
R

N N N N N

 


   
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- skorygowane liczebnościowe R²                      zawsze <=1 ale 

  >0  tylko wtedy, gdy udział prawidłowo przewidzianych zdarzeń 

  przekracza udział zdarzenia, które było najczęściej obserwowane w próbie  

 

- skorygowane liczebnościowe R²:  jest to „procent” prawidłowych 

   przewidywań uzyskany poprzez zastosowanie w modelu zmiennych  

   objaśniających 
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- liczebnościowe R²: 

 

 

 

 

-  skorygowane liczebnościowe R²: 

 

 

 

 

 

 

 

2 222 3178
0,697

222 1320 157 3178
liczebnoscioweR


 

  

___
2 222 3178 (3178 157)

0,042
222 1320 157 3178 (3178 157)

liczebnoscioweR
  

 
    
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- tablica klasyfikacyjna może być użyta do zdefiniowania jeszcze 2 miar: 

 

a) wrażliwość – prawdopodobieństwo przewidzenia sukcesu dla obserwacji, 

    dla której zaobserwowano sukces 

     

    

 

        

 

  

  

 

 

 

11

10 11

N
wrazliwosc

N N



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- b) specyficzność – prawdopodobieństwo przewidzenia porażki 

       dla obserwacji, dla której zaobserwowano porażkę 

     

    

 

        

 

  

  

 

 

 

00

00 01

N
specyficznosc

N N



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 - Przykład: 
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-  dodatkowo: 

 

c) 1- wrażliwość – prawdopodobieństwo przewidzenia porażki dla  

   obserwacji, dla której zaobserwowano sukces 

     

    

 

        

 

  

  

 

 

 

10
1

10 11

N
wrazliwosc

N N
 


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 d) 1- specyficzność – prawdopodobieństwo przewidzenia 

      sukcesu dla obserwacji, dla której zaobserwowano porażkę 

     

    

 

        

 

  

  

 

 

 

01
1

00 01

N
specyficznosc

N N
 


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3178
0,95

157 3178

222
0,14

222 1320

157
1 0,04

157 3178

1320
1 0,85

222 1320

wrazliwosc

specyficznosc

wrazliwosc

specyficznosc

 


 


  


  

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- w modelu logitowym zakładamy, że            jest dystrybuantą rozkładu 

   logistycznego 

 

- 

 

 

 

()F

( ) ( )
1

i

i

x

i i x

e
p x F x

e




 





 

 



- nie interpretuje się współczynników w modelu logitowym 

 

- interpretuje się efekty cząstkowe (krańcowe): 

 

a) dla zmiennych objaśniających ciągłych:  wpływ jednostkowej 

    zmiany zmiennej niezależnej na wielkość prawdopodobieństwa sukcesu 

 

b) dla zmiennych objaśniających zero-jedynkowych:  

     różnica między prawdopodobieństwem sukcesu dla zmiennej 

     zero-jedynkowej równej 0 i równej 1, przy pozostałych zmiennych 

     ustalonych na poziomie średnich 
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- efekty cząstkowe dla zmiennych objaśniających ciągłych liczymy zwykle 

  dla średnich wartości tych zmiennych (efekty cząstkowe zależą od 

  wielkości zmiennych objaśniających)  

 

- znak efektu cząstkowego dla danej zmiennej jest taki sam jak znak 

  współczynnika przy tej zmiennej  

 

 - możemy zatem interpretować  znaki przy współczynnikach: 

   dodatni znak               zmienna wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo 

   sukcesu 

   ujemny znak               zmienna wpływa ujemnie na prawdopodbieństwo  

   sukcesu 
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- Przykład: 

  

  Modelowano odpowiedź na pytanie: 
◦  czy ubiegał się o zasiłek? 

  

 Zmienna zależna y:  
◦ 0 – nie ubiegał się, 1 – ubiegał się. 

 

  Zmienne niezależne:  
◦ wiek,  

◦ płeć (0-kobieta, 1 – mężczyzna), 

◦ stan cywilny (0 - pozostałe stany, 1 – zamężna/zamężny), 

◦ głowa (0 – nie jest głową rodziny, 1 – jest głową rodziny), 

◦ rasa (0 – osoba rasy białej, 1 – osoba innej rasy) 

o                                 miasto (0 – mieszka poza miastem, 1 – mieszka w mieście) 

◦                                 
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- interpretacja znaków: 

 

a) wiek: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek, 

    im większy wiek tym większe prawdopodobieństwo ubiegania się o 
zasiłek  

 

b) plec: wpływa ujemnie na prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek, 

    mężczyźni mają mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż 

    kobiety 

 

c) stancyw: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoby zamężne mają większe prawdopodobieństwo ubiegania się 

                       o zasiłek niż pozostałe osoby 

 

 



d) glowa: wpływa ujemnie na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoba będąca głową rodziny ma mniejsze prawdopodobieństwo 

    ubiegania się o zasiłek niż osoby nie będące głowami rodzin  

 

e) rasa: wpływa dodatnio na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoby innych ras mają większe prawdopodobieństwo ubiegania 

    się o zasiłek niż osoby rasy białej 

 

f) miasto: wpływa ujemnie na prawdopodobieństwo ubiegania się o 

    zasiłek, osoby mieszkające w miastach mają mniejsze 

    prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż mieszkające poza 

    miastem 
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- Interpretacja efektów cząstkowych (krańcowych) 

 

a) wiek: wzrost wieku o rok powoduje wzrost prawdopodobieństwa  

    ubiegania się o zasiłek o 0,5 punktu procentowego 

 

b) plec: mężczyźni mają o 0,6 punktu procentowego mniejsze  

    prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż kobiety 

 

c) stancyw: osoby zamężne mają o 5,6 punktów procentowych większe  

   prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż pozostałe osoby 

 

d) glowa: osoba będąca głową rodziny ma o 3,8 punktów procentowych  

                           mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż 

                                                             osoby nie będące głowami rodzin  

 



e) rasa: osoba rasy innej niż biała ma o 1,9 punktów procentowych 

     większe prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż osoby   

    rasa białej  

 

e) miasto: osoba mieszkająca w mieście ma o 2,7 punktów procentowych 

     mniejsze prawdopodobieństwo ubiegania się o zasiłek niż osoba 

     mieszkająca poza miastem  
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Łączna istotność zmiennych 
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- takie same jak w modelu probitowym 



1. Co jest modelowane w przypadku jeśli zmienna zależna 
jest zmienna binarną (zero-jedynkową)? 

2. Jakie są wady liniowego modelu prawdopodobieństwa? 

3. Wyjaśnić czym jest wrażliwość i specyficzność. 
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Dziękuję za uwagę 
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